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Аннотация
В работе исследуется эволюционное включение гиперболического ти-
па с линейным демпфированием, которое описывает класс управляемых
пьезоэлектрических полей с немонотонным потенциалом.
Разрывная по фазовой переменной функция взаимодействия может
быть представлена в виде разности субдифференциалов выпуклых функ-
ционалов. Такая система моделирует широкий класс управляемых про-
цессов механики сплошных сред, в частности, и управляемые пьезоэлек-
трические процессы с многозначным законом "реакции-перемещения".
Представление закона "реакции-перемещения" в виде разности суб-
дифференциалов выпуклых функционалов позволяет более гибко управ-
лять пьезоэлектрической системой. В таких процессах ключевую роль иг-
рают свойства представленных в модели операторов. Поэтому в процессе
исследования мы накладываем на параметры задачи такие условия, ко-
торые позволяют изучаемой модели с допустимой точностью описывать
реальный физический процесс и, в то же время, дают возможность ис-
пользовать для нее существующий математический аппарат.
В работе, используя методы теории глобальных и траекторных аттрак-
торов для многозначных полугрупп операторов, обосновывается конечно-
мерность с точностью до малого параметра слабых решений рассматри-
ваемой модели.
Кроме того, полученные результаты применяются к конкретной пье-
зоэлектрической задаче.
Ключевые слова: многозначная полугруппа операторов, управляемые
пьезоэлектрические поля, включение гиперболического типа, немонотон-
ный потенциал.
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METHOD OF MULTIVALUED OPERATOR
SEMIGROUP TO INVESTIGATE
THE LONG-TERM FORECASTS FOR
CONTROLLED PIEZOELECTRIC FIELDS
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Abstract
We study the evolution inclusion of hyperbolic type with a linear damping,
which describes a class of piezoelectric controlled fields with non-monotonic
potential.
Discontinuous on the phase variable interaction function can be represented
as the diﬀerence of subdiﬀerentials of convex functionals. This system describes
a wide class of controlled Continuum Mechanics processes, in particular, the
piezoelectric controlled processes with a multivalued "reaction-displacement"
law.
The representation of "reaction-displacement" law as the diﬀerence of
subdiﬀerentials of convex functionals allows more flexible control for piezoelec-
tric system. In such processes, the properties of operator presented in the
model play the key role. Therefore, we impose conditions on parameters of
the problem such that allow investigated model with acceptable accuracy to
describe real physical process and, at the same time, provide an opportunity
to use existing mathematical apparatus for it.
In this paper, using the methods of the theory of global and trajectory
attractors for multivalued operator semigroups the finitedimensioness of weak
solutions of the model is substantiated up to a small parameter.
Furthermore, the results are applied to a piezoelectric problem.
Keywords: multivalued operator semigroup, controlled piezoelectric field,
hyperbolic inclusion, non-monotonic potential.
Bibliography: 15 titles.
1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Цель этой работы — на основании теории полугрупп многозначных опера-
торов в бесконечномерных пространствах обосновать конечномерность, в неко-
тором роде, с точностью до малого параметра, всех слабых решений систем ги-
перболического типа с линейным демпфированием, которые описывают классы
управляемых пьезоэлектрических полей, рассмотренных в работе [1].
Отметим, что существование решений для таких объектов при более слабых
условиях доказано в [2].
Сформулируем задачу в обобщенном смысле.
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Рассмотрим эволюционную тройку пространств (V ;H;V ) и операторы B :
H ! V , A : V ! V .
Рассмотрим эволюционное включение:
utt(t) +But(t) + Au(t) + @J1(u(t))  @J2(u(t)) 3 0 для п.в. t > 0
u(0) = u0; ut(0) = u1;
(1)
где Ji : H ! R, i = 1; 2 — локально липшицевы функционалы, @Ji — субдиф-
ференциалы Кларка для Ji(), i = 1; 2.
Определим фазовое пространство для задачи (1) как X=V H.
Основные предположения на параметры задачи (1):
B:H ! H — линейный симметричный оператор такой, что существует > 0:
(Bv; v)H=kvk2H 8v 2 H;
A:V ! V  — линейный симметричный оператор такой, что существует
cA> 0: hAv; viV > cAkvk2V 8v 2 V , где k  kH , k  kV — нормы в H и V соот-
ветственно, (; )H и h; iV — скалярное произведение в H и спаривание в V
соответственно.
Кроме того, Ji:H ! R, i= 1; 2 — такие функционалы, что Ji(  ), i= 1; 2 — ло-
кально липшицевы и регулярны (см. [5, Глава 2]), то есть 8x; v 2 H существуют
обыкновенные односторонние производные по направлению
J 0i(x; v) = lim
t!0
Ji(x+ tv)  Ji(x)
t
; i = 1; 2
и
8x; v 2 H; J 0i(x; v) = Ji (x; v);
где
Ji (x; v) = lim
y!x; t!0
Ji(y + tv)  Ji(y)
t
; i = 1; 2;
более того, для i= 1; 2 существуют такие ci> 0, что
klkH 6 ci(1+kvkH); 8l 2 @Ji(v); 8v 2 H;
также существует такое c2> 0, что
(l; v)H 6 kvk2H+c2; 8l 2 @J2(v); 8v 2 H;
где
@Ji(u) =fp 2 H j (p; w)H 6 Ji (u;w) 8w 2 Hg
обозначают субдифференциалы Кларка для Ji(  ), i= 1; 2 в точке u 2 H (см. [5,
Глава 2] для деталей) и
 2 (0;1); 1> 0 : cAkvk2V > 1kvk2H 8v 2 V:
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Для упрощения выводов также предположим, что
(u; v)V = hAu; viV ; kvk2V = hAu; viV ; (u; v)H = (Bu; v)H ;
kvk2H = (Bv; v)H 8u; v 2 V:
Классы физических применений, которые сводятся к задаче (1) с очерчен-
ными условиями, рассмотрены в разделе 4.
Приведем некоторые дополнительные сведения и обозначения, необходимые
для формулировки основного результата работы. В качестве P (X) ((X)) обо-
значим множество всех непустых (непустых ограниченных) подмножеств X.
Определение 1. Пусть  1 <  < T < +1. Функция '() =

u()
ut()

2
L1[;T;X] называется слабым решением (1) на [;T], если существуют такие
функционалы li 2 L2(;T;H), i = 1; 2, li(t) 2 @Ji(u(t)) для п.в. t 2 (; T ), что
8 2 V , 8 2 C10 (;T) выполняется соотношение
 
Z T

(ut(t);  )Ht(t)dt+
Z T

[(ut(t);  )H+(u(t);  )H+(l1(t);  )H (l2;  )H ](t)dt = 0:
Следуя [2], получаем существование слабых решений (u; ut)T 2 L1(; T ;X)
на промежутке [; T ] для задачи (1) с начальными данными u() = a, ut() = b
для любых a 2 V , b 2 H.
В качестве D;T обозначим множество всех слабых решений задачи (1):
8' = (a; b)T 2 X D;T (' ) = f(u(); ut())T j(u; ut)T
— слабое решение задачи (1) на [; T ], u() = a, ut() = bg. Отметим, что
D;T (' )  C([; T ];X).
Более того, трансляция и конкатенация слабых решений также являются
слабыми решениями (см. [2, лемма 16.4]).
Введем функцию V(') = 1
2
k'k2X + J1(a)   J2(a) для '= (a; b)T 2 X. Сле-
дуя лемме 3 из [3], отметим, что для  1 <  < T < +1, ' 2 X, '() =
(u(); ut())T 2 D;T (' ) функция V  ' : [; T ] ! R является абсолютно непре-
рывной и справедливо равенство d
dt
V('(t)) =  kut(t)k2H для п.в. t 2 (; T ).
Таким образом, следуя [2, леммы 16.3 — 16.5], любое слабое решение за-
дачи (1) на конечном отрезке [0; T ] может быть продолжено до глобального,
определенного на [0;+1).
Для произвольного '0 2 X пусть D('0) обозначает множество всех сла-
бых решений (определенных на [0;+1)) задачи (1) с начальными данными
'(0) ='0.
Определим многозначную полугруппу G как
G(t; 0) =f(t) j(  ) 2 D(0)g; t > 0:
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Обозначим семейство всех слабых решений включения (1), определенных на
[0;+1), как K+=[u02XD(u0).
Основываясь на свойствах слабых решений задачи (1), отметим, что K+ —
трансляционно инвариантно, то есть 8u(  ) 2 K+; 8h > 0 uh(  ) 2 K+, где
uh(s) = u(h+ s), s > 0.
Далее на K+ определим трансляционную полугруппу fT (h)gh>0, T (h)u() =
uh(), h > 0, u 2 K+; T (h)K+  K+ при h > 0.
На K+ рассмотрим топологию, индуцированную из пространства Фреше
C loc(R0;X), то есть fn() ! f() в C loc(R+;X) тогда и только тогда, когда для
любого M > 0 Mfn() ! Mf() в C([0;M ];X), где M — оператор сужения
на интервал [0;M ] [9, с.179].
Рассмотрим автономное включение (1) на всей временной оси. Пространство
C loc(R;X), как и пространство C loc(R+;X), наделено топологией локально рав-
номерной сходимости на каждом промежутке [ M;M ]  R (см. [9, p.180]). В
качестве + обозначим оператор сужения на [0;+1).
Напомним, что функция u 2 C loc(R;X)\L1(R;X) называется полной тра-
екторией задачи (1), если 8h 2 R +uh(  ) 2 K+ [9, p.180]. Кроме того, полная
траектория ' 2 K является стационарной, если '(t) =z для всех t 2 R и для
некоторого z 2 X.
Рассмотрим семейство всех полных траекторий K включения (1). Заметим,
что uh(  ) принадлежит K для любых h 2 R и u(  ) 2 K. Следуя [10, p.486], в
качестве Z(G) обозначим множество точек покоя полугруппы G, то есть
Z(G) =f(0; u) j u 2 V ; A(u)+@J1(u) @J2(u) 3 0g:
Условия на параметры задачи (1) обеспечивают ограниченность множества
Z(G) в X.
Положим J(u) =J1(u) J2(u), u 2 H. Теорема Лебурга о среднем [5, Глава 2]
дает существование констант c3; c4> 0 и  2 (0;1):
jJ(u)j 6 c3(1+kuk2H); J(u) >  

2
kuk2H c4 8u 2 H:
Тогда, основываясь на [2, следствие 16.1], получаем, что для любых '0 2 X и
' 2 D('0) выполняется соотношение
k' (t) k2X 6
1 + 2c3
1    k' (0) k
2
X +
2(c3 + c4)1
1    ; 8t > 0:
Пусть Br(x) — замкнутый шар с центром в точке x 2 X радиусом r > 0.
Основным результатом работы является следующая теорема.
Теорема 1. Пусть выполняются основные предположения на параметры
задачи (1). Тогда многозначная полугруппа G удовлетворяет следующему свой-
ству: для каждого ограниченного множества B  X и " > 0 существует мо-
мент времени t0(B; ") и конечномерное подпространство E в X такое, что для
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некоторого ограниченного проектора P : X ! E, множество P  St>t0 G(t; B)
ограничено в X и (I P )  St>t0 G(t; B)  B"(0), где I — тождественное отоб-
ражение в X.
2. ДОКАЗАТЕЛЬСВО ТЕОРЕМЫ 1
Приведем набросок доказательства теоремы 1, которое базируется на ре-
зультатах работ [2] – [4], [6] – [8], [13, 14]. Для доказательства будем использо-
вать методы теории глобальных и траекторных аттракторов для многозначных
полугрупп операторов.
Повторяя доказательства [2, теоремы 16.1, 16.2], отметим, что для любой
последовательности f'n()gn>1  D;T ('n()) слабых решений задачи (1) на
[; T ] такой, что: (i) 'n()! ' слабо в X, n! +1 и для последовательности
ftngn>1  [; T ] такой, что tn ! t0, n! +1, существует такое ' 2 D;T (' ), что
с точностью до подпоследовательности 'n(tn)! '(t0) слабо в X, n! +1; (ii)
'n() ! ' сильно в X, n ! +1, то с точностью до подпоследовательности
'n()! '() в C([; T ];X), n! +1.
Покажем, что многозначная полугруппа G является асимптотически ком-
пактной, т.е., для любой последовательности f'ngn>1 2 G такой, что последова-
тельность f'n(0)gn>1 — ограничена, и для любой последовательности ftngn>1 :
tn ! +1 при n ! 1, последовательность f'n(tn)gn>1 имеет сходящуюся под-
последовательность.
Действительно, пусть n 2 G(tn; vn), vn 2 C 2 (X), n > 1, tn ! +1,
n ! +1. Проверим предкомпактность последовательности fngn>1 в X. Для
этого без потери общности достаточно выделить из последовательности fngn>1
сходящуюся в X подпоследовательность. Следуя лемме 4 из [3], получаем, что
существует такая подпоследовательность fnkgk>1 и  2 X, что nk !  слабо
в X, knkkX ! m > kkX , k ! +1. Покажем, что m 6 kkX . Зафиксиру-
ем произвольное T0 > 0. Тогда для достаточно большого k > 1 G(tnk ; vnk) 
G(T0;G(tnk   T0; vnk)). Таким образом, nk 2 G(T0; nk), где nk 2 G(tnk   T0; vnk)
и sup
k>1
knkkX < +1 (см. [3, лемма 4]). Следуя теореме 1 из [3], для некоторых
fkj ; kjgj>1  fnk ; nkgk>1, T0 2 X получаем, что:
 2 G(T0; T0); kj ! T0 слабо в X; j ! +1: (2)
Следуя определению многозначной полугруппы G, положим:
8j > 1 kj = (uj(T0); u0j(T0))T ; kj = (uj(0); u0j(0))T ;
 = (u0(T0); u
0
0(T0))
T ; T0 = (u0(0); u
0
0(0))
T ;
где 'j = (uj; u0j)T 2 C([0; T0];X), u0j 2 L2(0; T0;V ), lj 2 L1(0; T0;H), u00j (t) +
Bu0j(t)   Auj(t) + lj;1(t)   lj;2(t) = 0; lj;i(t) 2 @Ji(uj(t)) i = 1; 2; для п.в. t 2
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(0; T0): Для каждого t 2 [0; T0] положим
I('j(t)) :=
1
2
k'j(t)k2X + J1(uj(t))  J2(uj(t)) +

2
(u0j(t); uj(t)):
Тогда, используя [7, лемма 2.16], [11, лемма 4.1] и [11, лемма 3.1], получаем, что
dI('j(t))
dt
=  I('j(t)) + H('j(t));
для п.в. t 2 (0; T0), где
H('j(t)) = J1(uj(t))  1
2
(lj;1(t); uj(t))  J2(uj(t)) + 1
2
(lj;2(t); uj(t)):
Следуя свойству слабых решений относительно слабой сходимости и (2), полу-
чаем, что существует
R > 0 : 8j > 0 8t 2 [0; T0] ku0j(t)k2H + kuj(t)k2V 6 R2:
Более того,
uj ! u0 слабо в L2(0; T0;V ); u0j ! u00 слабо в L2(0; T0;H);
uj ! u0 в L2(0; T0;H); lj;i ! li слабо в L2(0; T0;H);
u00j ! u000 слабо в L2(0; T0;V ); 8t 2 [0; T0] uj(t)! u0(t) в H; j ! +1:
(3)
Для любого j > 0 и t 2 [0; T0]
I('j(t)) = I('j(0))e
 t +
Z t
0
H('j(s))e (t s)ds;
в частности,
I('j(T0)) = I('j(0))e
 T0 +
Z T0
0
H('j(s))e (T0 s)ds:
Следуя (3) и [7, лемма 2.16], получаем, чтоZ T0
0
H('j(s))e (T0 s)ds!
Z T0
0
H('0(s))e (T0 s)ds; j ! +1:
Таким образом,
lim
j!+1
I('j(T0)) 6 lim
j!+1
I('j(0))e
 T0 +
T0Z
0
H('0(s))e (T0 s)ds =
= I('0(T0)) + lim
j!+1
I('j(0))e
 T0   I('0(0))e T0 6 I('0(T0)) + ce T0 ;
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где c не зависит от T0 > 0. С другой стороны, следуя (3), получаем, что
lim
j!+1
I('j(T0)) >
1
2
lim
j!+1
k'j(T0)k2X + J1(u0(T0))  J2(u0(T0)) +

2
(u00(T0); u0(T0)):
Следовательно получаем, что 1
2
m2 6 1
2
kk2X + ce T0 8T0 > 0 и m 6 kkX .
Таким образом, многозначная полугруппа G является асимптотически ком-
пактной.
Следуя [8, леммы 2.4, 2.6] и учитывая сепарабельность гильбертового про-
странства X, получим утверждение теоремы.
3. ЗАМЕЧАНИЯ И КОММЕНТАРИИ
Из доказательства теоремы 1 следует, что для многозначной полугруппы G
существует инвариантный компактный в фазовом пространстве X глобальный
аттрактор A, то есть множество, удовлетворяющее следующим свойствам: (i)
A = G(t;A), 8t > 0; (ii) A — притягивающее множество, т.е.,
dist(G(t; C);A)! 0; t! +1; 8C 2 (X); (4)
где dist(D;E) = supd2D infe2E kd   ekX — полурасстояние Хаусдорфа; (iii) для
любого замкнутого множества Y  H, которое удовлетворяет (4), имеем, что
A  Y (см. [12]). Кроме того, для каждой  2 K граничные множества ( ) =
fz 2 Xj (tj) ! z для некоторой последовальности tj !  1g, !( ) = fz 2
Xj (tj) ! z для некоторой последовальности tj ! +1g являются связными
подмножествами Z(G), где V — константа. Если Z(G) — вполне несвязно (в
частности, когда Z(G) — счетное), границы z = limt! 1  (t), z+= limt!+1  (t)
существуют и z , z+ — точки покоя; кроме того, '(t) стремится к точке покоя
при t! +1 для каждой ' 2 K+.
Отметим также, что в K+ существует траекторный аттрактор, то
есть множество U 2 K+ в пространстве траекторий K+ относительно топологии
C loc(R+;X), удовлетворяющее таким свойствам:
(i) U — компактное множество в C loc(R+;X) и ограниченное множество в
L1(R+;X);
(ii) U — строго инвариантное множество относительно fT (h)gh>0, то есть
T (h)U = U 8h > 0;
(iii) U — притягивающее множество в пространстве траекторий K+ в топо-
логии C loc(R+;X), т.е., для любого ограниченного (в L1(R+;X)) множества
B 2 K+ i произвольного M > 0 выполняется соотношение
distC([0;M ];X)(MT (t)B;MU)! 0; t! +1
[7, определение 1.10]. Кроме того, глобальный и траекторный аттрактор связа-
ны следующим соотношением:
U = +K = +fu 2 Kju(t) 2 A 8t 2 Rg: (5)
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Действительно, так как для многозначной полугруппы G существует глобаль-
ный аттрактор A, то для доказательства существования траекторного аттрак-
тора в пространстве траекторий K+ и выполнения соотношения (5) необходи-
мо проверить выполнение условий теоремы 1.12 из [7], а именно: для любой
последовательности f'n()g  K+, для которой 'n(0) ! '0 2 A в X, суще-
ствует такое '() 2 K+, '(0) = '0, что, с точностью к некоторой подпоследо-
вательности, 'n(t) ! '(t) в X, 8t > 0. Следуя [3, теорема 3], данное условие
выполнено для произвольной последовательности слабых решений задачи (1),
определенных на [; T ], для которых 'n()! '() в X. Таким образом, можно
выбрать такую подпоследовательность f'n;1()gn>1  f'n()gn>1 решений за-
дачи (1), определенных на [0; 1], таких что 'n;1(0) ! '0, что для некоторогоb'1() 2 K+ : b'1(0) = '0 выполняется 'n;1(t)! b'1(t) в X, 8t 2 [0; 1]. Далее выбе-
рем подпоследовательность f'n;2()gn>1  f'n;1()gn>1 слабых решений задачи
(1), определенных на [0; 2], таких что 'n;2(0) ! '0. Используя [3, теорема 3],
получаем, что существует такое b'2() 2 K+ : b'2(0) = '0, что 'n;2(t) ! b'2(t)
в X для 8t 2 [0; 2]. С другой стороны 'n;2(t) ! b'1(t) в X 8t 2 [0; 1]. Та-
ким образом, b'1(t) = b'2(t) для 8t 2 [0; 1]. Аналогично выберем подпоследо-
вательности f'n;k()gn>1  f'n;k 1()gn>1      f'n;1()gn>1  f'n()gn>1,
k = 1; 2; :::, слабых решений задачи (1), определенных на [0;+1), 'n;k(0)! '0,
что 'n;k(t)! '(t) вX для k ! +1, где '() 2 K+, '(0) = '0. Диагональный ме-
тод Кантора обеспечивает выбор необходимой подпоследовательности f'nkgk>1
такой, что 'nk(t) ! '(t) для t > 0. Следовательно, в пространстве траекторий
K+ существует траекторный аттрактор и имеет место соотношение (5).
4. ПРИМЕНЕНИЯ
Применим вышеизложенные результаты к модели пьезоэлектрического уп-
равляемого процесса, в частности, контакта между пьезоэлектрическим телом
и опорой. Для этого необходимо определить пространства
V = H1(
;Rd); H = L2(
;Rd); 
  Rd; d= 2;
со скалярными произведениями
hu; viH =
Z


uvdx; hu; viV=h"(u);"(v)iH
соответственно, и операторы B : H ! V , A : V ! V . H = L2(
;Sd) — гиль-
бертово пространство со скалярным произведением h; iH=
R


:dx. Здесь 
является тензором напряжения :Q ! Sd, = (ij), где Sd — линейное про-
странство симметрических тензоров второго порядка на Rd со скалярным про-
изведением :=
P
ij ijij и соответствующей нормой k k2Sd= : , ij, ij 2 Sd,
и " — линейний тензор деформации "(u) = ("ij(u)), i; j= 1; 2.
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Функционалы Ji, i = 1; 2 определим как
Ji(u) =
Z


Gi(x; u(x))dx; i = 1; 2;
где Gi : 
  Rd ! R, i = 1; 2 — измеримые по (x; u), выпуклые по u для п.в.
x 2 
 функционалы, u : Q! Rd, u = u(x; t), Q = 
 (0;+1)
Пусть выполняются следующие предположения:
(i) Gi : 
Rd ! R; i = 1; 2, удовлетворяют стандартные условия Каратео-
дори и существуют такие c(i) 2 L1(
) и (i) > 0, что
d(i)
Rd
6 c(i) (x)+(i)kukRd
для п.в. x 2 
 и любого u 2 Rd, d(i) 2 @Gi(x; u), (2) — достаточно малое поло-
жительное число;
(ii) для определяющих тензоров справедливы утверждения: для тензора эла-
стичности
a= (aijkl); aijkl 2 L1(
);
aijkl=aklij; aijkl=ajikl; aijkl=aijlk; aijkl(x)ijkl > ijij
для п.в. x 2 
, 8= (ij) 2 Sd+, > 0; для пьезоэлектрических коэффициен-
тов p= (pijk), pijk 2 L1(
); для диэлектрических констант = (ij), ij=ji 2
L1(
), ij(x)ij > mjj2Rd для п.в. x 2 
, 8= (i) 2 Rd, m> 0.
Задача (1) с определенными таким образом операторами и функционалами
описывает модель пьезоэлектрического поля с немонотонным потенциалом (см.
[3] для деталей). Таким образом, имеет место следующее утверждение.
Следствие 1. Для многозначной, в общем случае, полугруппы G, постро-
енной на всех решениях, в смысле определения 1, задачи (1) с определенными
выше параметрами выполняются условия теоремы 1.
5. Заключение
Для системы уравнений с частными производными гиперболического типа
с линейным демпфированием и разрывной по фазовой переменной функцией
взаимодействия, расширение графика которой может быть представлено в ви-
де разности субдифференциалов выпуклых функционалов, на основании теории
полугрупп многозначных операторов в бесконечномерных пространствах дока-
зана, в некотором смысле, конечномерность динамики всех слабых решений,
при времени t! +1 с заданной точностью.
Полученные результаты были применены к математической модели, которая
описывает динамику состояний класса управляемых пьезоэлектрических полей
с немонотонным потенциалом.
Таким образом, результаты работы позволяют изучать долгосрочное пове-
дение слабых решений рассмотренной задачи, обосновать высокоточные алго-
ритмы их поиска, и выводить состояния системы потраекторно на заданные
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стационарные уровни при некоторых дополнительных предположениях относи-
тельно связности множества точек покоя данной системы.
Кроме того, полученные результаты могут быть использованы для дальней-
шего качественного анализа глобального поведения функций состояния классов
управляемых нелинейных процессов и полей разной природы.
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